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(il. CLASSES DE DIVISEURS D’UN ANNKAU DE KRULL 
CE SECTION est un rappel de resultats classiques, cf. [l], [5] ou [9]. 
Soit A un anneau integre. La relation (A : b) = (A : b’) entre idtaux (entiers ou frac- 
tionnaires) b, b’ de A est une relation d’equivalence, dite ‘Equivalence d’Artin’ ou ‘Quasi- 
Gleichheit’. Les classes d’tquivalences s’appellent les diviseurs de A. La classe d’un ideal 
b admet un plus grand element, a savoir b’ = A : (A : b) (autrement dit l’application b -+ 
A : (A : b) est une operation de fermeture) ; les idtaux b’ tels que 6’ = A : (A : b’) sont dits 
divisoriels ; les ideaux divisoriels sont done en correspondance biunivoque avec les diviseurs ; 
on montre qu’ils ne sont autres que les intersections d’ideaux principaux. 
La multiplication des idtaux donne aussitot une multiplication des diviseurs (ou des 
ideaux divisoriels) : l’ideal divisoriel ‘produit’ de deux idtaux divisoriels a, b est l’idtal 
divisoriel A : (A : ab). Muni de cette loi et de la relation correspondant a l’inclusion, 
l’ensemble des diviseurs de A est un rnonoi’de ordonne’, que nous noterons D(A) ; les elements 
positifs de D(A) correspondent aux ideaux entiers ; on utilise la notation additive. Pour 
que D(A) soit un groupe, il faut et il suffit que l’anneau A soit completement inttgralement 
~10s. Lorsque D(A) est un groupe ordonne dont les elements positifs verifient la condition 
minimale, on dit que A est un anneau de Krull ; il s’ensuit aussitot qu’un anneau noethkrien 
intkgralement clos est un anneau de Krull ; c’est d’ailleurs la l’exemple le plus important 
d’anneaux de Krull. 
Soit A un anneau de Krull. La theorie elementaire des groupes ordonnes’montre que 
D(A) est isomorphe a un groupe ordonne de la forme Z (I) . la base de D(A) correspondant a ,
la base canonique de Z”’ est form&e des diviseurs strictement positifs minimaux. On 
demontre : 
(a) les ideaux divisoriels p correspondant a ces elements de base ne sont autres que les 
idtaux premiers de hauteur 1 de A (C.&d. p # (0) et p ne contient d’autre ideal premier 
que soi-meme et (0)); 
(b) pour un tel p, l’anneau de fractions A, est l’anneau d’une valuation discrete normee yU ; 
(c) A est l’intersection de ces A, ; 
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(d) pour tout x # 0, les up(x) sont presque tous nuls. 
Notant P(A) l’ensemble des idtaux premiers de hauteur 1 de A, et identifiant diviseurs 
et ideaux divisoriels, tout diviseur b s’krit, et de facon unique, sous la forme 
(1) b = t, J&;(l)) * P 
E 
oh les n(p) sont des entiers presque tow nuls. 
Le diviseur correspondant a l’ideal principal Au se note (a) et vaut 
(2) (a) = p &Aql(4. P 
E 
Les diviseurs correspondant aux ideaux principaux sont appeles les diviseurs principaux ; ils 
forment un sous-groupe, note F(A), de D(A). Le groupe quotient &4)/&t) est note C(A), 
et s’appelle le groupe des classes de diviseurs de A. Les anneaux factoriels sont les anneaux 
de. Krull A tels que C(A) = 0. 
Remarques. (1) Geometriquement le ‘passage des ideaux aux diviseurs consiste a 
negliger les sous-varietes de codimension 2 2 (et done a ne s’interesser qu’a la codimension 1). 
(2) Considerons un anneau inttgre A et une famille (Ui)i~l de valuations disc&es du corps 
des fractions K de A telle que A soit l’intersection des anneaux des ui, et que, pour tout 
x # 0, les vi(x) soient presque tous nuls. On montre alors que A est un anneau de Krull. 
Cette propriete est prise comme definition par plusieurs auteurs. 
(3) La famille des anneaux de Krull est stable pour les operations suivantes : formation 
d’anneaux de fractions, formation d’anneaux de polynomes et de series formelles, passage 
a la fermeture inttgrale dans une extension finie du corps des fractions. 
Soient maintenant A un anneau de Krull, et A’ un sous-anneau de Krull de A : A’ + A. 
Pour tout p E P(A’), les Cp E P(A) tels que ‘$ n A’ = p sont en nombre fini. La restriction 
de o. au corps des fractions K’ de A’ est alors une valuation Cquivalente a uq ; notons 
e(‘QJ, p) l’indice de ramification correspondant. Faisons correspondre 21 p le diviseur 
Par linearitej s’ttend en un homomorphisme (note encorej) de D(A’) dans D(A). Supposons 
vtrifite la condition suivante : 
(PDE) Pour tout 5j.I E P(A), l’idkalpremier !@ n A’ est nul ou de hauteur 1. 
On montre alors que, pout tout x E K’ non nul, on a j((x),,) = (x)” ; ainsij applique F(A’) 
dans &‘(;(A), de sorte que, par passage aux quotients, on obtient un homomorphisme canonique 
j de C(A’) dans C(A). La condition (PDE) est satisfaite dans les deux cas suivants :(l) 
(1) A est entier sur A’ (ca resulte en effet du ‘second thtoreme de Cohen-Seidenberg’) ; 
nous allons en voir des exemples dans la suite de cet expose; ces exemples ont qualifies 
(peut &tre improprement) d’exemples ‘de descente’ car nous deduirons certains renseigne- 
ments sur (?(A’) des proprietes du grand anneau A. 
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(2) A est un A’-moduleplut. Contentons nous de titer les resultats uivants (demonstration 
et autres exemples dans [l] et [6]) : 
TH&ORJ?ME DE NAGATA. Soient B WI anneau de KruN et S une pat-tie multiplicative de B. 
Alors j : C(B) + C(S- ’ B) est surjectif. Si, de plus, S est engendrtie par des Plhments premiers, 
alors j est bijectif. 
THBORBME DE GAUSS. Soient B un anneau de KruN et X une ind&ermint!e. Alors 
j : C(B) + C(B[X]) est bijectif: 
THBOR~ZMEDE MORI. Soit B un anneau de Zariski dont le complPtP I? soit un anneau de 
Krull. Alors B est un anneau de Krull, et j : C(B) + C(B) est injectif: 
Nous laissons le soin au lecteur d’enoncer les corollaires de ces trois theorimes relatifs 
aux anneaux factoriels. 
$2. LA DESCENTE GALOISIFtNNE 
Soient A un anneau de Krull, G un groupe cyclique fini d’automorphismes de A, s un 
generateur de G, et A’ l’anneau des invariants de G ; on sait que A est entier sur A’ (pour 
a E A, le polynometvo(X - t(u)) a ses coefficients dans A’) Le groupe G optre aussi sur le 
corps des fractions K de A ; ici on a un sous-corps d’invariants K’ ; la thtorie de Galois 
montre que [K; K’] = card(G) ; on a Cvidemment A’ = K’ n A, de sorte que .(par le critltre 
valuatif) A’ est un anneau de Krull ; on voit aussitot que K’ est le corps des fractions de A’. 
Nous allons etudier ici le noyau ker(j) de l’homomorphisme canonique 
j : C(A’) -+ C(A); 
Dans de nombreux exemples, A sera factoriel, de sorte que ker(j) 9: C(A’) et que nous 
determinerons ainsi le groupe des classes de diviseurs de A’. Soit h I’homomorphisme de 
K* dans K* dtfini par h(x) = s(x)/x ; tcrivant x = a/N(b) avec a, b E A, on voit qu’on a 
h(K*) = h(A*). Nous noterons U le groupe multiplicatif des unites (= elements inversibles) 
de A. 
Soit D, le groupe des diviseurs b de A’ tels que j(b) soit un diviseur principal de A ; on 
a F(A’) c D,, et le noyau de j est D,/F(A’). Pour b E D,, on a j(b) = (a) avec a E K; comme 
j(b) est invariant par G, on a (s(a)) = ( a , c’est a dire h(a) = s(a)/a E Ud’oh h(u) E U n Im (h). ) 
Or U n Im(h) contient evidemment h(U). Pour b E D1, la classe de h(a) modulo h(U) est 
independante de I’tltment a de A qu’on a choisi ; en effet, si (a) = (a’), on a a’ = au avec 
u E U, d’oti h(a’) = h(a‘rh(u) ; nous designerons cette classe par 4(b). 
Soient b E D, et a E K tels que j(b) = (a). On a les equivalences : 4(b) = 1 9 h(a)E 
h(U) e il existe u E U tel que s(a)/a = s(u)/u 0 il existe 24 o Zr tel que a/u = s(u/u) 0 il 
existe u E U tel que a/u E A’ (ici on utilise le fait que G est cyclique) o b = (a/u) (dans 
A’) o b est principal. Le noyau de 4 est done F(A’). D’oti la premiere assertion du theorbme 
suivant :
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THBOR~ME (1). Avec les hypotheses ci dessus (‘descente cyclique’), on dejmit un mono- 
morphisme canonique C$ : ker( j) -+ (U n Im(h))/h(U). Si aucun diviseur premier de A n’est 
ram$t! sur A’, alors 6 est un isomorphisme. 
11 reste a demontrer l’assertion de surjectivitt de $, c’est a dire : si un element a de K 
est tel que h(a) E U, alors le diviseur (a) est de la formej(b). L’hypothbe veut dire que’(a) 
est invariant par G. Or. si p’ est un diviseur premier de A’, les diviseurs premiers distincts 
pi (1 = 1, . . . . g(p’)) de A au dessus de p’ (c.a.d. p’ = pi n A’) sont deux a deux conjugues 
par G, et l’hypothbe de non-ramification implique que j(p’) = pi + . . . -t pe(w). Comme 
(n) est invariant par G, deux diviseurs premiers conjugues y figurent avec le mCme coefficient. 
de sorte que (a) est une somme de diviseurs de la forme j(p’) ; done (a) est de la formej(b) . 
CQFD. 
Remarque 1. Notons h’ et N’ les restrictions de h et de l’homomorphisme ‘norme’ au 
groupe U. D’apres le ‘thtoreme 90 de Hilbert’, on a U n Im(h) = Ker(N’) ; done $ est un 
monomorphisme (resp. isomorphisme dans le cas ‘divisoriellement non-ramifie’) de Ker(.j) 
dans Ker(N ‘)/Im(h’). 
Remarque (2). L’hypothhe de non-ramification est essentielle. Prenons pour A 
l’anneau Z[i] des entiers de Gauss, pour G le groupe form6 de l’identitt et de la conjugaison 
s : alors A’ = Z ; on a C(A) = C(A’) = 0 car A et A’ sont des anneaux principaux ; d’ou 
Ker(j) = 0. Ici U est form6 de 1, -l,i,-i;onah(U)={l,-l};parcontreiEUnIm(h) 
puisque h(1 - i) = (1 + i)/(l - i) = i, d’oti U n Im(h) = U. On rappelle que le nombre 
premier 2 se ramifie dans A. Dans le cas general, il serait interessant d’etudier comment 
la ramification divisorielle de A sur A’ est d&rite par le conoyau de 6. 
Remarque (3). Dans le cas d’un groupe fini G quelconque d’automorphismes de A, on 
peut proceder comme suit. Posons q = Card(G). Pour x E K*, posons h(x) = (~(x)/x)~~a E 
(K*)4. Pour b E D,, soit j(b) = (a) (a E K), on a h(u) E h(K*) n U4 et la classe B(b) de 
h(a) modulo h(U) est bien determinte par b. Pour que 0(b) = 1, il faut et il suffit qu’il existe 
u E U tel que s(a)/0 = s(u)/u pour tout s E G, c’est a dire que a/u soit invariant par G. 
Autrement dit le noyau de 0 est F(A’), d’oh un monomorphisme 
0 : Ker( j) + (h(K*) n Uq)/h( U) 
Lorsqu’aucun diviseur premier de A n’est ramifit sur A’, on montre encore que B est un iso- 
morphisme ; en effet, pour a E K, la relation h(a) E Uq veut dire qu’on a (s(a)) = (a) pour 
tout s E G, c’est a dire que le diviseur (a) est invariant par G ; comme dans le th.1, ceci im- 
plique que (a) est de la forme j(b), vu la non-ramification. 
Remarque (4). Pour nous assurer, dans les exemples, de la non-ramification divi- 
sorielle de A sur A’, nous utiliserons le resultat suivant : si p est un ideal premier ramifie de 
hauteur 1 de A, si x est un Clement de A qui est Clement primitif de K sur K’, et si F est le 
polynome minimal de x sur K’, la dtrivee F’(x) appartient a p (voir [8] Chap. III, ou [9] 
Chap. V, $11, COT. du th.28 et th.29 ; ces auteurs travaillent avec des anneaux de Dedekind, 
mais, comme nous ne nous interessons qu’aux ideaux divisoriels, nous nous ramenons a 
leur cas par localisation par rapport a A’ - (p n A’)). 
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Exemples polynihiaux 
(1) Soient k un corps, A l’anneau de polynames k[x,, . . ., xd] (d >, 2), n un entier &ranger a 
l’exposant caracteristique de k, w une racine primitive n-i&me de l’unitt contenue dans k, 
s le k-automorphisme de A defini par s(xi) = wxi pour tout i, et G le groupe cyclique 
d’ordre n engendre par s. L’anneau A’ des invariants de G est engendre par les mon6mes de 
degre n en les xi ; geometriquement c’est l’anneau de coordonnees homogenes du modGle 
n-up/e de l’espace projectif. Pour x = xi la dtrivee de la remarque 4 est nxl-’ ; aucun 
ideal premier de hauteur 1 ne contenant tous les nxl-’ (car d > 2), il n’y a pas de ramifica- 
tion divisorielle. Le groupe U des unites de A est k * ; les unites de norme 1 (c.8.d. U n Im(h) 
vu le theoreme 90 ; cf. remarque (1)) sonf les racines n-iemes de l’unitt, tandis que h(U) 
est rtduit a 1. Comme A est factoriel, on deduit du th.1 que C(A’) est un groupe cyciique 
d’ordre n. 
(2) Soient k un corps, A l’anneau de polyn6mes k[x, y], n un entier etranger a l’exposant 
caracttristique de k, w une racine primitive n-i&me de I’unite contenue dans k, s le k-auto- 
morphisme de A defini par s(x) = wx et s(y) = w-ly, et G le groupe cyclique d’ordre n 
qu’il engendre. L’anneau A’ des invariants de G est engendre par les monbmes x”, y” et 
xy, de sorte que c’est l’anneau de coordonnees affines de la surface Z” - XY = 0. Les 
derivees de la remarque (4) sont nx”-’ et ny”-‘, de sorte qu’il n’y a pas de ramification 
divisorielle. Comme dans l’ex.1, on a U = k* et G opere trivialement dans U. On en 
deduit encore que C(A’) est un groupe cyclique d’ordre n. 
(3) Donnons maintenant un exemple du type ‘Artin-Schreier’. Soient k un corps de carac- 
ttristique p # 0, A = k[x, y] et s le k-automorphisme d’ordre p dtfini par s(x) = x et 
s(y) = y + x. L’exemple est peu interessant car l’anneau A’ des invariants est engendrt 
par x et N(y) = yp - x p-ly, done est factoriel. Le polynBme minimal F(T) de y sur K’ 
est Tp - xp- ’ T - N(y), d’on F’(y) = - xp- ’ ; ainsi seul l’ideal Ax pourrait Ctre ramifie, 
mais il ne Pest pas car s E A’ (de sorte que Ax est inerte) ; le th.1 peut done s’appliquer. On 
constate que U = k* ; pour a E k, on a N(a) = up, de sorte que 1 est la seule unite de.norme 
I ; ainsi U n Im(h) et h(U) sont rtduits a I, ce qui confirme la factorialite de A’. 
Exemples en skies formelles 
Nous allons ici remplacer les anneaux de polynbmes A des ex.1 et 2 ci dessus par les 
anneaux de series formelles correspondants. Rien n’est change pour la determination des 
anneaux A’, ni pour la non-ramification divisorielle. Par contre les unites de A sont ici les 
series formelles d’ordre 0, ce qui rend un peu moins facile le calcul de U n Im(h) et h(U). 
On utilise le lemme suivant : 
LEMME. Soient A un anneau local intsgre, ttt son id&al maximal, et s un automorphisme 
de A d’ordre$ni n hanger ri l’exposant caractPristique de AJm. Tout PIPment u de 1 + m 
qui est de la forme s(a)/a avec a E A, est aussi de la forme s(v)/v avec v inversible dans A. 
En effet, comme dans le ‘theorttme 90’, on forme l’element 
v= 1 + u + ul+s+ ... + ul+s+...+s”-2. 
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On a o = IZ. 1 (mod. m), de sorte que v est inversible (car n. 1 4 m). Comme u = &)/a, 
on a Ul+s+...+s”-2+s”-’ = 1, d’oti facilement u . us = L’ et u = v’ -’ = v/s(v). CQFD. 
Le lemme s’applique dans les analogues des exemples 1 et 2, et montre qu’il suffit de 
travailler dans (I/( 1 + nt) = k*. On obtient done le m&me r&&at que pour les polynomes. 
Notons que, si A’ est l’anneau des polyn6mes invariants, l’anneau des series formelles in- 
variantes est le compl& A’. Ainsi, dans les deux exemples, l’homomorphisme canonique 
C(A’) -+ C(A’) est bijectif(cf. $1); nous verrons qu’il n’en est pas de mCme dans certains 
exemples de descente p-radicielle. 
Note. On peut gtnCraliser ainsi les exemples 1 et 2 : on prend A = k[x,, . . ., XJ (ou 
k[[x,, . . . . xJ) (d 2 2), n Ctranger B l’exposant caractkristique de k, et pour w une racine 
primitive n-i&me de l’unitt ; on dCfinit l’automorphisme s par s(xi) = H~“(~)x~ n et les expo- 
sants n(i) Ctant &rangers dans leur ensemble. Alors C(A’) est. encore cyclique d’ordre n. 
Nous laissons au lecteur le soin de decrire l’anneau A’ des invariants. 
$3. THEORIE DE LA DESCENTE p-RADICIELLE 
Les exemples de ‘descente’ les plus intdressants sont des exemples de descente p-radicielle 
(= ‘pt-irement inseparable’) en caractkristique p # 0. Comme d’habitude les automor- 
phismes y sont remplacts par des dbrivations. 
Soient A un anneau de Krull de caractCristique p # 0, K son corps des fractions, D 
une derivation de K telle que D(A) c A, K’ le sous-corps Ker(D), et A’ l’anneau de Krull 
K’ n A. On a KP c K’et A” c A’, de sorte que A est entier sur A’, et que l’homomorphisme 
canonique j : C(A’) -+ C(A) est dtfini (cf. $1). Nous allons encore ttudier le noyau ker(j). 
Notons encore U le groupe des unit& de A. 
Soit D, le groupe des diviseurs b de A’ tels que j(b) soit principal ; on a ker(j) = 
D,/F(A’). Soient b E D, et a E K tels quej(b) = (a). P our tout idtal premier p de hauteur 1 de 
A, il existe a’ E K’ tel que up(u) = vo(u’) ; il existe done un tlCment inversible x de l’anneau 
de valuation A, tel que a = xu’, d’ch Da/u = Dx/x, et Da/u E A, car A, est stable par D. 
Ceci ayant lieu pour tout p. on a Da/u E A. Nous noterons 3 le sous-groupe additif de A 
composC des ClCments de la forme Dt/t avec t E K (‘les dtrivtes logarithmiques’) : il contient 
le sous-groupe 3’ des d&ivies logarithmiques d’unites (C.&d. des Du/u, oti u parcourt U). 
La classe de Da/u modulo 3’ ne dtpend que du diviseur b de A’; nous la noterons b(b). 
Ainsi 4 est un homomorphisme de D, dans D/D’. Comme la relation Da/u = Du/u (a E K, 
u E U) Cquivaut B D(u/u) = 0, c’est g dire g u/u E K’, le noyau de 4 est F(A’). D’oti la 
premitre assertion du thCor&me suivant : 
THBOR~ZME (2). Avec les hypothbes et notations ci dessus (‘descente p-radicielle’) on c 
un nzonomorphisme cunonique C$ : ker( j ) -+ a/W (a : d&i&es logurithmiques qui se trouvent 
duns A ; W : d&iv&es logarithmiques d’unitb). Si, de plus, on a [K: K’] = p et si D . A 
n’est contenu dans uucun id&l premier de huuteur 1 de A, ulors $ est un isomorphisme. 
LB notations A, A’, 9, 3’ seront utilisees sans avertissement dans la suite. 
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Dtmontrons l’assertion de surjectivite. Comme K est p-radiciel SW K’, toute valuation 
de K’ se prolonge de facon unique a K. Done un diviseur C n(p). p de A provient de A’ si 
P 
et seulement si, pour tout p, n(p) est multiple de l’indice de ramification e(p) de p sur K’ 
(cf. 01, (3)). C omme [K: K’] = p, on a, soit e(p) = 1 (et on dit que p est inerte), soit 
e(p) = p (et on dit que p est ramifie). Soit alors a E K tel que Da/a E A ; il s’agit de montrer 
que, si n = v@(a) n’est pas multiple de p, alors p est inerte. Soit t une uniformisante pour p ; 
ecrivons a = ut” oti u est inversible dans A,. On a (Du/u) + rr(Dt/t) = Da/a E A c A@, 
d’oti Dt/t E A,, de sorte que l’ideal maximal tA, = pAp est stable pour D. Ainsi D dtfinit, 
par passage au quotient, une derivation D du corps residue1 k = A&A,. Comme il existe 
un element b de A tel que Db 6 p, on a B # 0. Soit k’ le corps residue1 de la restrict@n de 
up a K’ ; comme b(k’) = 0, on a k’ # k. La formule ‘ef < [K: K’]’ montre alors qu’on a 
f = [k : k’] = p et e = e(p) = 1. CQFD. 
Remarque. L’hypothtse sur l’image D. A de A par D est peu restrictive :, dans de 
nombreux exemples, A est factoriel, et il suffit de diviser D par un p.g.c.d. des elements Db, 
oti b parcourt A. L’hypothbe [K: K’] = p est essentielle pour la surjectivite de 6, comme le 
montre l’exemple suivant. Soient k un corps de caracttristique 2, A l’anneau de polynomes 
A = k[x, y, z] et D la k-derivation definie par Dx = y4, Dy = x2, Dz = xyz. On a Dz/z 
E A, et nous allons montrer que le diviseur (z) ne provient pas de K’ = Ker(D), c’est a 
dire que l’idtal premier AZ est ramifit. Supposons le inerte. La valuation (z)-adique serait 
alors uniformisee par un Clement de A’, necessairement de la forme a(x, y, z) . z, oh a est un 
polynome tel que b = a(x, y, 0) # 0. Comme Dz/z = xy et que D(az) = 0, on a Da/a 
= -xy, d’ou Dblb = -xy en faisant z = 0 (noter que k[x, y] est stable par D et que 
Dz E AZ). Or on a D2t = 0 pour tout t E k(x, y) (car D2 est une derivation en caracteri- 
stique 2) : d’ou D( -xy) = D(Db/b) = - (Db/b)’ = -x2y2. C’est absurde, car D(xy) 
= x. Dy + y. Dx = x3 + y5. 
Afin de traiter les exemples, nous aurons besoin de quelques formules sur les derivees 
et dtrivtes logarithmiques en caracteristique p. 
$4. FORMULAIRE DES DfiRM?ES LOGARITHMIQLJES 
Soient K un corps de caracttristique p # 0 et D une derivation de K. 
la formule de Barsotti-Cartier ([2], [3]). 
(4) DP_l($) +)- (?)’ (XEK) 
et la formule de Hochschild ([4], [3]). 
(5) (to)” = t”D’ + (tD)P-‘(t). D (t E K ; tD designe la derivation x > t 
Nous utiliserons 
Dx). 
LEMME (1). Soient K un corps de caracthistique p # 0, D une dhivation de K, le sous 
corps Ker(D). Si [K: K’l = p, il existe a E K’ tel que Dp = aD. 
En effet on a K = K’(x) avec x E K (et xp E K’). Une K’-derivation de K etant entitre- 
ment determinCe par sa valeur en x, on a Dp = aD avec a E K. Pour montrer que a E K’, 
prenons t = l/Dx dans la formule d’Hochschild ; comme tD est la derivation par rapport 
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a x, on a (to)” = 0, d’oti (tD)P-l(y) E K' pour tout y E K; il vient done Dp = - teP. (tD)P-l 
(t) . D, d’oh a E K’. 
LEMME (2). Avec les mCmes hypotheses et notations, pour qu’un element t de K soit une 
derive’ logarithmique, ilfaut et il su$it qu’on ait D’-‘(t) - at + tp = 0. 
La necessitt resulte aussitat de la formule de Barsotti-Cartier. Supposons rtciproque- 
ment qu’on ait D”-‘(t) - at + tP = 0, et montrons que t est une derivte logarithmique : on 
peut supposer t # 0. Considtrons la derivation E = t-‘D, et appliquons la formule de 
Hochschild a t et E; il vient Dp = tPEp + DP-l(t). E = .tPEP + (at - tP)E; comme 
Dp = aD = atE, on en dtduit EP = E. Ceci s’ecrit E(E - I)(E - 21) . . . (E - (p - 1)1) 
= 0, oti I designe l’application identique de K. Partons d’un element y de K tel que Ey # 0, 
et formons y1 = Ey, y, = (E - I)y,, y, = (E - 21)y,, etc. 11 existe un indice j compris 
entre 1 etp - 1 telqueyj # Oetqueyj+l = 0. On a alors Eyj = jyj. Soient n un inverse 
de j modulo p, et x = y;. On a Ex = x, c’est a dire t -I Dx = x ou encore t = Dxlx. CQFD. 
On a aussi dtmontrt que, pour que t soit une dtrivee logarithmique pour D, il faut et 
il suffit que (t-ID)” = t-‘D. 
Le rtsultat suivant a des chances d’etre vrai, mais, pour l’instant, je ne l’ai demontre 
que dans des cas particuliers : 
CONJECTURE. Soient A un anneau integre de caracteristique p # 0, et D une derivation 
de A. Si une d&i&e logarithmique t appartient a l'ideal 9 engendre’ par les Dx(x E A) alors 
t est la derivee logarithmique d’une unite. 
Comme on a Du/u E q quand u est une unite, la conjecture s’ecrit 
(6) a’ = a (1 q. 
LEMME (3). La conjecture est vraie sous les hypotheses suivantes: p = 2, A est local 
factoriel, on a D2 = aD avec a E Ker(D) (cf. lemme (l)), il existe deux elements x, y de 
nt = m(A) telsque q = (Dx, Dy). 
Soit t une derivee logarithmique de la forme t = r . Dx + s . Dy (r, s E A). Divisant D 
et t par un p.g.c.d. de Dx et Dy, on voit qu’on peut supposer Dx et Dy &rangers. D’apG 
le lemme (2) (ou par un calcul direct facile), on a Dt + at + t2 = 0. Explicitant, ceci donne 
(Dr + r’Dx)Dx = (Ds + s2Dy)Dy. 11 existe done b E A tel que Dr = r2Dx + bDy et 
Ds = s2Dy + bDx. Par derivations on voit que Db. Dx = Db . Dy = 0, de sorte que 
Db = 0. Posons alors u = 1 + rx + sy + (rs + b)xy; un calcul de trois lignes montre 
qu’on a Du = tu. Or, comme u E 1 + m, u est une unite de A. 
LEMME (4). La conjecture est vraie sous les hypotheses suivantes: p = 2, 3 ou 5,-A cst 
local,-on a Dp = D,-on a q c IIT. 
Nous allons montrer que toute dCrivCe logarithmique t qui appartient a nt est derivee 
logarithmique d’une unite. Pour p = 2, on a Dt = t2 -t- t (lemme (2)), d’oh t = D(l + t)/ 
(1 + t). Pour p = 3, on a D2t - t + t3 = 0 (lemme (2)), d’oh D(Dt - t2 + 1) = t(Dt - 
t2 + 1); comme Dt E m, t est derivte logarithmique de l’tltment 1 + Dt - t2 de 1 + m. 
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Enfin, pour-y = 5, on a D4t - t + t 5 = 0 . Un calcul tout bCte montre que, si on pose 
L’ = 1 - t4 + t2Dt + 2(Dt)2 + tD2t + D3t, on a Du = tu. Comme 11 E 1 + in, notre 
assertion est demontree. 
$5. EXEMPLES POLYNOMIAUX DE DESCENTE p-RADICIELLE 
La surface Zp = XY 
On prend pour A l’anneau de polynomes A = k[x, y] sur un corps k de caracteristique 
p, et pour D la k-derivation definie par Dx = x, Dy = -y. On a D(xy) = 0. et, plus gener- 
alement, D(x”yb) = (a - b)x”yb. Les polynomes t tels que Dt = 0 sont done ceux oh ne 
figurent que des monomes x”yb tels que a = b (mod. y); il s’ensuit que A’ = k[xP, yp, xy]; 
posant X = xp. Y = yp, Z = xy, on a Zp = XY (noter que cette surface est normale). 
Soit u un polynome. Les monomes qui figurent dans Du sont parmi ceux qui figurent 
dans u. Done dO(Du) < do(u), de sorte que, si Du/u E A, alors Du/u E k. La formule 
D(x”yb) = (a - b)x”Jjb montre qu’alors Du/u est de la forme (a - 6). 1, c’est a dire est un 
element du corps premier F,, . elle montre aussi que tout element de Fp est une derivee 
logarithmique. On a done a = F,. Comme les unites de A sont les constantes, on a 
3’ = 0. Done C(A’) est me groupe cyclique d’ordre p. 
On obtient le m&me rtsultat que dans l’exemple galoisien correspondant ($2, ex. 2). 
La surface Zp = X’ + Yj 
On prend encore pour A l’anneau de polynomes k[x, y] sur un corps k de caracteris- 
tique p, et pour D la k-derivation du corps des fractions K de A dtfinie par Dx = jyj-’ 
et Dy = -ix’-‘, i et j Ctant des entiers positifs Ctrangers a p. Les elements X = xp, Y = yp 
et Z = xi + yj sont dans le noyau K’ de D. Comme [K: k(xP, yp)] = p2 et que xi + J” $ 
k(xP, yp), on a [K: K’] = p, de sorte que le 93 est applicable et qu’on a Dp = aD avec 
a E K’ (94, lemme 1). On a Xi + Yj - Zp = 0; comme ceci est l’equation d’une surface 
normale, l’anneau k[X, Y, Z] est inttgralement ~10s; comme son corps des fractions est K’, 
cet anneau est A’ = K n A; autrement dit, on a A’ = k[xP, yp, xi + y’]. 
Munissons x du poids ,j et y du poids i. Alors on voit que, si F est un polyndme 
isobare de poids q, DF est un polynome isobare de poids q + (ij - i - j); done D”--‘(F) 
et DP(F) sont isobares de poids respectif q + (p - l)(ij - i - j) et q + p(ij - i - j) 
Appliquant la formule DPF = a. DF h un polynome isobare F tel que DF = 0 (par exemple 
F = x), on voit que 1’ClCment a est isobare de poids (p - I)(y - i - .j). Done, si F est 
isobare de poids q, D P-lF - aF est isobare de poids q + (p - l)(ij - i - j). 
Considerons alors “l’equation des derivees logarithmiques” ($4, lemme 2) 
(1) D”-‘F - aF = -FP. 
Decomposons F en composantes isobares non nulles; appelons q (resp. q’) le plus petit 
(resp. plus grand) de leurs poids. Les poids des composantes du second membre -FP 
s’echelonnent entre pq et pq’, effectivement atteints. Les poids des composantes du premier 
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membre D’-‘P - aFsont compris entre q + (p - l)(y - i - j) et q’ + (p - l)(ij - i - j) 
(les bornes pouvant n’Ctre pas atteintes a cause de composantes nulles). On a done 
q+(p- l)(ij-i-j)<pqetq’+(p- !)(ij- i - j) Z pq’ (ineqalites de sens inverses). 
Ces inegalites equivalent a ij - i - j < q et q’ ,< tj - i - j. Comme q < q’, une dtrivee 
logarithmique F est nectssairement isobare de poids q = q’ = ij - i - j. 
Soit d le pgcd de i et j; posons i = dr, j = ds (oti r et s sont Ctrangers). Un polynome 
F isobare de poids ij - i - ,j est combinaison lintaire de monomes x”y” tels queju + io = 
ij- i - ,j, c’est a dire tels que su + rv = drs - r - s. On a su E --s (mod. r), d’ol 
u E - 1 (mod. r). La plus petite valeur de u est done r - 1 (correspondant a v = (d - 1)s - 1); 
de m&me la plus petite valeur de v est s - 1, correspondant a la plus grande valeur 
(d - 1)r - 1 = r - 1 + (d - 2)r de u. Done we d&i&e logarithmique F est ne’cessaire- 
ment de la forme 
d-2 
(2) ~=“~~b”~‘-l+nr~s-l+(d-I-nls (d - 1 termes). 
On voit deja que, si d = 1 (c.5.d. si i et j sont Ctrangers), alors F est nul, d’oti 3 = 0. 
L’anneau A’ = k[X, Y, Z], oh Zp = Xi + Yj, est done factoriel lorsque i etj sont ttrangers 
et &angers a p. 
On retrouve un cas particulier d’un resultat general de factorialite dtmontre dam 
[7] (et disant que l’equation Z” = X’ + Yj donne un anneau factoriel lorsque 
n, i, j, sont Ctrangers deux 9 deux.) 
Reste a determiner les coefficients b,. Les coefficients des monomes de Fp sont les 
b$ Le coefficient correspondant de aF - D p- ’ F est une forme lintaire L,(b) en b,, . . . , b, _ 2 
les coefficients de L,, comme ceux de D, sont dans le corps premier. Done, tenant compte 
de (2), (1) implique le systeme d’tquations 
(3) bnP = k(b) (n = 0, 1, . . . . d - 2). 
Ou les equations (3), rendues homogenes, n’ont pas de solution a l’infini; l’ensemble de 
leurs solutions est done de dimension 0; d’aprb le thtoreme de Bezout, elles ont done au 
plus pd- I solutions dans une cloture algtbrique de k. Comme 3 est un sous-groupe additif 
de A, il a done p” elements avec ,f < d - 1. Les unites de A &ant les constantes, on a 
a’=O. D’oh: 
PROPOSITION (1). Soient k un corps de caracteristique p, i et j deux entiers &rangers d p et 
d leur p.g.c.d. Le groupe C(A’) des classes de diviseurs de I’anneau A’ = k[X, Y, Z] ou 
ZP = X’ + Yjestungroupe_finidetype(p, p, . . . . p), d’ordrepl avecf < d - 1. Enparticulier 
A’ est ,factoriel si i et j sont &rangers. 
Remarque. Lorsque k est algebriquement clos, il est a presumer que C(A’) est exacte- 
ment d’ordre pd- ‘. Nous allons voir que c’est vrai si p = 2. Pour p = 3, c’est confirme par 
les deux exemples: 
(1) Z3 = X2 + Y4. On a Dx = y’, Dy = x, d = 2, r = 1, s = 2, et D3 = 0. Une derivee 
ogarithmique F est ntcessairement de la forme by (b E k). L’tquation D2F + F3 = 0 
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Cquivaut alors A b + b3 = 0; les solutions de cette Cquation forment un groupe A 3 ClCments 
contenu dans F9. L’anneau correspondant A’ est factoriel si k = F,, non-factoriel (avec 
C(A’) d’ordre 3) si k 2 F,. 
(2) Z3 = X4 + YE. On a Dx = y’,D ,p = x3, D3 = 0, d = 4, r = 1, s = 2. Une d&iv& 
logarithmique F est n6cCssairement de la forme F = boy5 + b1xy3 + b2x2y. Un petit 
calcul montre que l’kquation D2F + F3 = 0 Cquivaut au systbme 
6; = b,,, b; = b,, b; + bl = 0. 
Les deux premitres donnent I’kquation bg = b,, dont les solutions forment le corps F, ; 
A chaque valeur de b0 correspond une valeur de 6, admissible; d’autre part I’tquation 
b: + b, = 0 a 3 solutions (dans F,). Done, si k contient F,, C(A’) est un groupe de type 
(3, 3, 3), d’ordre 27 = 3d-‘. 
Complements sur Z2 = Xi + Yj en carafSristique 2 
Nous gardons les notations pr&&dentes. Les exposants i, j sont ici impairs, done 
aussi d, r et s. Dans (2), il y a done un nombre pair 2c de termes (d = 2c f 1). L’Cquation 
(1) s’krit ici DF = F2 (car D2 = 0). ConsidCrons le terme b,xr-‘tn’ya-“(d-2-n)s de F 
(cf. (2)). Si n est pair le terme correspondant de DF est b,xr-1f”“d’-‘ys-2’(d-2-“)s; il 
doit &tre Cgal A un terme b,x 2 2(r-1)+2mry2(s-l)+2(d-2-m)sde F2,cequiequivautg 1 + 2nl= 
n + d, et bz = b,; ceci kquivaut A bi = b2”[ _d _I = b2(, _c,; vu que m et n varient de 0 A 
d - 2 = 2c - I, cette tquation doit avoir lieu pour no = c, c + 1. . . . . 2c - 1. Pour n 
impair on obtient de mCme la condition 6: = b, avec n = 2m + 1; d’o6 les Cquations 
b,f, = b2,,,+ f pour m = 0, 1, . . . , c - 1. 
Soit alors h la permutation de (0, 1, . ., 2c - 1) dtfinie par 
(4) h(m) = 2m + 1 pour m = 0, . . . . c - 1, h(m)=2(m-c)pourm=c,c+l,..., 2c-1. 
Pour F de la forme (2), l’kquation DF = FZ Cquivaut au syst6me de 2c Cquations 
(5) b,?, = bh(,,,) (m = 0, 1, . . . . 2c - 1). 
Soient U,, ._., U, les orbites du groupe engendrk par h, u(l), . . . . u(q) leurs cardinaux 
respectifs; on a u(1) + . . . + u(q) = 2c. Celles des Cquations (5) oti m (et h(m)) parcourent 
une orbite UJ kquivalent h l’kquation b 2”(f) = 6; les solutions de celle ci sont les tlCments 
de k n F(2”‘“)) (corps fini B 2”“) Clkments). Nous voyons done que le groupe I) des 
d&i&es logarithmiques (done C(A’)) est isomorphe d 
PROPOSITION (2). Soient k un corps de caracte’ristique 2, i et j deux entiers impairs, d 
leur pgcd, A’ l’anneau k[X, Y, Z] oli Z2 = Xi + Yj. Le groupe C(A’) des classes de diviseur 
de A’ est un groupe de type (2, . . . . 2), et d’ordre 2” avec v < d - 1. Si k contient la cl6ture 
ulgkbrique de son corps premier, l’ordre de C(A’) est 2d- ‘. 
Remarques. (1) Lorsque k ne contient pas la clature algibrique de son corps premier, 
la determination de l’ordre de C(A’) demande qu’on connaisse la dkcomposition de 
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(1,2, . ..) 2c - 1) en orbites, c’est a dire le systtme (u(l), . . ., u(q)). La table suivante donne 
ces systemes pour c = 1, 2, . ., 13 ; la loi de formation me parait encore mysterieuse. 
Valeurs de c Systeme des cardinaux des orbites 
1 (2) 
2 (4) 
3 (3, 3) 
4 (632) 
s (10) 
6 (12) 
7 (434,432) 
8 (838) 
9 (18) 
10 (636, 3, 3, 2) 
11 (11, 11) 
12 (2034) 
13 (18,632) 
11 est facile de voir que, pour tout c, h n’ admet pas de point fixe. Si k = F,, l’ordre de 
C(A’) est 2 (nom/we d’orhites) 
(2) Les trois exemples de ce 6 sont ‘definis sur le corps premier F,‘. Les calculs restent 
valables si on suppose seulement que k est un anneau factoriel de caracteristique p. 
$6. EXEMPLFS ‘FORMELS’ DE DESCEYTE p-RADICIELLE 
La surface Zp = XY (p = 2,3,5) 
Nous prenons ici A = k[[x, y]] et pour D la k-derivation dtfinie par Dx = x, Dy = -y. 
Comme au $5, on a A’ = k[[xP, yp, xy]] et Dp = D. L’idtal engendre par Dx et Dy est 
l’ideal maximal m de A. D’apres le lemme (4) du $4, on a 3’ = a n ITI. Done a/W est 
isomorphe au groupe additif des termes constants des dtrivees logarithmiques. Or la 
formule D(x”yb) = (a - b)x”yb montre que ce groupe est le corps premier F,. Ainsi C(A’) 
est cyclique d’ordre p, comme dans l’exemple polynomial correspondant. 
La surface Z2 = X2 i+l _+ Y2j+ ’ en caractbristique 2 
Soient k un corps de caracteristique 2, A l’anneau de series formelles A = k[[x, y]] et 
D la k-derivation definie par Dx = y’j, Dy = xzi. Comme dans le cas polynomial, on a 
A’ = k[[X, y,Z]] avec X = x2, y = y2, Z = xzi+i + y2j+’ et Z2 = x2’+’ + y2j+i 
(N.B. Les entiers appelts i et > dans le cas polynomial s’appellent ici 2i + 1 et 2j + 1). 
On a D2 = 0, de sorte que l’equation aux derivtes logarithmiques est 
(1) DF = F2 
Munissons x du poids 2j + 1 et y du poids 2i + 1. On constate que, si F. est isobare de 
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poids n, DF,, est isobare de poids n + 4ij - 1. Decomposons chaque serie F en somme 
(infinie) de composantes isobares, F = F, + F,, 1 + . . ., et appelons ordre de F le poids 
de sa plus basse composante non nulle; notation o(F). Nous noterons a, ie sous-groupe 
de II) form6 des derivtes logarithmiques d’ordre >q; ainsi (a,) est une jiltration de TJ ; 
nous munissons 3’ de la filtration induite (3;) = (D, n a’), et le groupe quotient a/a’, 
que nous notons a, de la filtration quotient (a,); on a 0Z4 = (a’ + 3,)/W = a&. 
Pour nous rassurer remarquons tout de suite que le lemme (3) du $4 montre qu’on a 
a4 = a; pour q assez grand, et done (5, = 0. Nous allons determiner les quotients 
successifs K:,/a,+,. Comme a, ce sont des espaces vectoriels sur FZ ; done le probleme 
d’extension des uns par les autres est trivial, de sorte que a est isomorphe au groupe graduP 
associe’ C &,/CC,+,. 
SoitqF une derivee logarithmique non nulle. On a o(F’) = 20(F) et o(DF) 2 o(F)+ 
4ij - 1, d’ou o(F) 2 4ij - 1 (par (1)). Si o(F) = 4ij - 1, et si G est la composante de 
poids 4ij - 1 de F, on a DC = G*, de sorte que G est une dtrivee logarithmique dont la 
forme a ttt determinte dans le cas polynomial (cf. $5, prop. 2). Celles ci forment un sous- 
groupe fini (Z de 3, supplementaire de aaij. D’autre part, on a 9’ c ID,,,; en effet, si H 
est une derivee logarithmique d’unite, on a H E (Dx, Dy) = (y”, x2’), de sorte que, pour 
tout monome x”y* figurant dans H, on a a > 2i ou b > 2j; dans tous les cas le poids 
a(2j + 1) + b(2i + 1) d’un tel monome est 249. On pourra done mettre de cot6 le facteur 
direct ($ (facteur direct de ID, et aussi de a = ID/D’), et n’ttudier D,, ‘06 et (X4 que pour 
q > 4ij. 
Soit done q 2 4ij. Notons A, l’ensemble des polynomes isobares de poids q. Soit 4 
l’homomorphisme de ID, dans A, qui, a toute F = F, + . . . + Fn + . . . E 3, fait corres- 
pondre sa composante F, de poids q. Le noyau de 4 est ID,,.,. Pour FE a,, l’ordre de 
F2 est >2q, tandis que, si DF, est non nul, il est d’ordre q + 4ij - 1 < 2q (car q > 4ij); 
c’est impossible puisque F2 = DF, de sorte qu’on a DF, = 0. Ainsi l’image de 4 est 
contenue dans A’ n A,. Done 4(B;) c 23 n A’ n A,, oti IJ est l’ideal (Dx, Dy) = (x~~, y’j). 
Nous allons montrer qu’il y a surjectivitt, plus prkidment qu’on a les tgalites 
(2) @(ID,) = A’ n A, , @(a;) = II n A’ n A,. 
En effet donnons nous F, dans A’ n A 4 (resp. dans D n A’ n A,J. I1 s’agit de determi- 
ner des polynomes isobares F,(n 2 q) (resp. des polynomes isobares F” contenus dans l’ideal 
v = (Dx, Dy); cf. lemme (3) du $2) tels que, si on pose F = F, . . . + F, + . . . . on ait 
DF = F2. Comparant les composantes isobares, ceci s’ecrit Fz = DF,,,, _4ij, comme 
n > 4& on a 2n + 1 - 4ij > n, de sorte que chaque F,,, devra &tre determine par ‘intt- 
gration’ a partir d’un Ff pour s < m; remarquons que, si m est pair, ou d’indice trop 
petit (i.e. f(m + 4ij - 1) < q), la condition sur F,” s’tcrit DF,,, = 0. En tous cas on a a 
determiner un polynome isobare Fm de poids m par une condition de la forme DFti = G2 
oti G est un polynome isobare don& de poids >q. Par additivite de la derivation et de 
l’tlbvation au car&, nous sommes ramenes au cas d’un monome G = x”y*. Alors, si 
2a 2 2i, on peut prendre F,,, = ~~“-~~y~*“; si 2b > 2j, on peut prendre F,,, =~~~‘~y~*-~j; 
on est dans au moins un de ces deux cas, car, sinon, on aurait a < i, b < j, et G serait de poids 
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(2j + 1)~ + (2i + l)b < 4ij, ce qui est impossible. De plus, si on suppose par recurrence 
qu’on a G E u, on a a > 2i ou b 2 2j, Soti 2a - 2i > 2i ou 2b - 2j > 2j, de sorte que F,,, 
peut &tre pris dans D. Ceci demontre (2). 
11 resulte de (2) qu’on a un isomorphisme canonique de a,/&:,+, sur (A’ n A,)/ 
(D n A’ A A,). Done 6,/g:,+, a une structure de k-espace vectoriel de dimension time; 
soit n(q) celle ci. Le facteur direct (X:41 j de a( = C(A’)) est ainsi un k-espace vectoriel de 
dimension finie N(i,j) = 4 >Ti, n(q). 
Calculons finalement l’entier N(i,j). Dans A, l’ideal v admet un supplementaire n- 
gendre par les monomes X”yb tels que a < 2i et b < 2j. Comme xzi+’ + y’j+i E D, un 
supplementaire de v n A’ dans A’ = k[[x2, y2, x2 ‘+I + y2j+ ‘]I est engendre par les monomes 
x2’y2 b tels que 2a < 2i et 2b < 2j. Ainsi N(i, j) est egal au nombre de ceux des ces monbmes 
qui sont de poids > 4ij. On a done : 
PROPOSITION (3). Soient k un corps de caracthistique 2, i et j deux entiers, d le pgcd de 
2i + 1 et 2j + 1, ef A’ i’anneau k[[X, Y, Z]] oit Z2 = X2’+’ + Yzi+‘. Alors legroupe C(A’) 
des classes de diviseurs de A’ est somme dire&e: 
(a) d’un groupe de type (2, 2, . . ., 2) et d’ordre 2” oic v < d - 1; si k contient la cl&we algP- 
brique du corps premier F,, ret ordre est 2d-‘. 
(b) d’un espace vectoriel sur k, dent la dimension N(i, j) est kgale au nombre des couples 
d’entiers (a, b) tels que 0 < a < i, 0 < b < j, et (2j + 1)a + (2i + I)b 2 2ij. 
Remarques. (1) L’entier N(i, j) n’est tgal a 0 que si, pour le ‘plus grand’ couple 
(a, b) = (i - 1, j - l), l’inegalitt (2j + 1)a + (2r’ + 1)b > 2ij n’est pas satisfaite. Excluant 
les cas banaux ou i = 0 ou j = 0, il reste les couples (i, j) = (1, l), (1, 2) et (2, 1); alors 
(2i + 1,2j + 1) = (3, 3), (3, 5) et (5, 3). Done, a une permutation p&s, la seule equation 
donnant un anneau .factoriel est Z2 = X3 + Y5. Pour tous les autres couples (2i + 1, 
2j + 1) d’entiers impairs &rangers, les prop. 2 et 3 donnent des exemples d’anneaux 
factoriels dont les completes ne sont pas factoriels. 
(2) Pour le plus grand couple (a, b) = (i - 1, j - l), le poids (2j + 1)a + (2i + l)b est 
Cgal a 4ii - i - j - 2, nombre voisin du double de 2ij. Done environ la moitie des points 
(a, b) du rectangle 0 < a < i, 0 < b < j vtrifient l’inegalitt (2j -i- 1)~ + (2i + 1)b Z 2ij. 
Ainsi, pour i et j grands, N(i, j) est 6quivalent h $j. 
(3) DCsignons par E(t) la partie entike du nombre reel t. En classifiant les couples (a, 5) 
suivant la valeur de a, on voit sans difficult6 que 
En particulier on a 
N(1 ,j) = E f 
0 
(y) , etc. 
CLASSES DE DIVISEURS ET DfiRIVfiES LOGARITHMIQUES 95 
Anneaux de shies formelles 
Soient k un corps de caracteristique 2, A I’anneau k[x, y] (ou k[[x, y]]), R l’anneau de 
series formelles A[[T]], et D la k-derivation de R definie par Dx = y’j, Dy = xzi et DT = 0. 
Notons a(A) le groupe des elements de A qui sont des d&i&es logarithmiques, et B’(A) 
celui des derivees logarithmiques d’unites; idem pour 3(R) et W(R). Si A’ est le noyau de la 
restriction de D B A, le noyau R’ de D est A’[[T]]; rappelons que A’ est defini par l’equation 
Zz = X2’+’ + y2j+l. On a D2 = 0. 
Pour qu’une serie c unT”(a, E A) soit dans 3(R), il faut et il suffit qu’on ait 
PI>0 
n ~o(DW’ = n go ~,27’~“> 
ce qui se traduit par 
(3) Da, = ai , Da2,, + 1 = 0 , Da2,, = a’,. 
La premiere veut dire que a, E a(A). Ainsi ID(R) est somme directe de a(A) et du sous-groupe 
B,(R) form6 des series formelles de B(R) sans terme constant. 
Une unite de R est une serie dont le terme constant est une unite de A. Done, si 
c u,Tn E ID’(R), on a a, E ID’(A). Ainsi ID’(R) est somme directe de IS(A) et du sous- 
groupe a;(R) de V(R) forme des series sans terme constant. Soit 23 (resp. o) l’idtal de 
R (resp. A) engendre par Dx et Dy. On a 
(4) 3;(R) = ‘D,(R) n ‘3 
En effet, si t est un Clement du second membre, on lui applique le calcul du lemme (3) du 
$3: on a t = rDx + sDy, oh r et s sont multiples de T; l’element b defini par Dr = r2Dx + 
bDy est aussi multiple de T; alors l’element u = 1 + rx + sy + (rs + b)xy tel que Du = tu 
appartient a 1 + RT et est done inversible. 
Soit alors c allT” un Clement de 9,(R). Munissons encore x du poids 2j + 1 et y du 
na1 
poids 2i + 1. Notons q(n) le poids de la composante isobare non nulle de plus petit pois 
de a,. Comme D tltve les poids de q = 4ij - 1 unites, (3) montre qu’on a q(2n) + q < 2q(n), 
ce qui s’ecrit q(2n) - q < 2(q(n) - q); on a done q(2’n) < 2’(q(n) - q) + q. Comme 
q(2’n) > 0, on doit avoir q(n) > q = 4ij - 1. Comme dans l’exemple precedent, on en 
deduit que la determination de a,, A partir de a,, au moyen de Da2,, = a’. est possible, et que 
l’element a2” ainsi determine verifie q(2n) > q. Notons encore A 4 l’ensemble des elements de 
A de poids 34. A chaque integration s’introduit une ‘constante arbitraire’, Clement de 
A, n A’, de sorte que 3,(R) est isomorphe au produit d’une suite denombrable de copies 
de A, n A’. D’aprbs (4), B,(R)/a;(R) est isomorphe au produit d’une suite denombrable 
de copies de (A, n A’)/)A, n A’ n D). Ce quotient est un k-espace vectoriel dont la di- 
mension est, comme dans I’exemple precedent, le nombre de couples (a, b) d’entiers tels que 
0 < a < i, 0 6 b < j, (2j + 1)2a + (2i + 1)2b > q = 4ij - 1; cette d&n&e Cgalite 
tquivant a (2j + 1)a + (2i + 1)b 2 2ij, de sorte que ladite dimension est l’entier N(i,j) 
de l’exemple precedent. D’oti : 
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PROPOSITION (4). Soient k un corps de caractPristique 2, i et j deux entiers, et A’ l’anneau 
k[X, Y, Zl (resp. k[[X, Y, Z]]) oti Z2 = X2’+’ + Y’j+l. Alors le groupe C(A’[[T]])est 
isomorphe d la sonzme directe de C(A’) (d&ermine aux prop. 2 et 3), et du groupe (k [ [T]])(Nisj) 
air l’entier N(i, j) est celui de”ni duns la prop. 3. 
Remargues. (1) LorSque A’ = k[X, Y, Z], que 2i + 1 et 2j + 1 sont &rangers, et 
que N(i, j) > 0 (ce qui exclut seulement les couples d’exposants (3, 5) et (5, 3)), les prop. 2 
et 4 fournissent des exemples d’anneaux factoriels A’ tels que l’anneau de skies formelles 
A’[[T]] ne soit pas factoriel. Voir [6] pour une autre mkthode. Par contre, si A’ est le seul 
anneau factoriel complet fourni par la prop. 3 (correspondant A l’kquation 2’ = X3 + Y ‘), on 
a N(i,j) = 0, et l’anneau de skies formelles A’[[T]] est factoriel. Ceci laisse subsister la con- 
jecture que, sur un anneau local factoriel et complet, l’anneau de series formelles est factoriel. 
(2) Intervertissons les adjonctions ‘polyn8mes’ et ‘skies formelles’, et considkrons B, 
= k[[Tll [X, Y,Zl oh Z2 = X2’+’ + Y2j+ ‘. La remarque (2) suivant la prop. 2 ($5) 
montre que C(E) est un groupe fini de type (2,2, . . . . 2), nul lorsque 2i + 1 et 2j + 1 sont 
&rangers. Done, contrairement g k[X, Y, Z][[T]], B’ est souvent factoriel. 
(3) Soient A un anneau de caractkristique p # 0 D une dkrivation de A ; prolongeons D 
B l’anneau de polyn&nes A[T] au moyen de DT = 0. Raisonnant sur les degrCs dans 
l’tquation aux d&ivies logarithmiques D P-lF - aF + FP = 0, on voit que les d&t-iv&es 
logarithmiques sont de degrt 0; done n(A[T]) = a(A). I1 est clair que W(A[T]) = W(A). 
D’oti, par descente radicielle B un anneau A’, 1’Cgalitk C(A’)[T]) = C(A’) (d’ailleurs vraie 
pour un anneau de Krull quelconque ; cf. $1). 
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PROBLiXMES OUVERTS 
(a) La conjecture du $3: soient A un anneau intbgre, D une dbrivation, q l’idtal A.DA. Toute derivke 
logarithmique qui se trouve dans q est elle derivee logarithmique d’une unitB? 
(b) Probltime analogue: un Clkment de q qui est la d&iv& d’un ClCment de K (corps des fractions de A) 
est il aussi la d&iv&e d’un 61Cment de A? 
La solution de (a) et (b) permettrait de donner un analogue de la prop. 3 ($6) pour une caracteristique p
quelconque. 
(c) A Ctant un anneau de polynBmes ou de series formelles sur un corps k, le groupe n/0’ (d&i&es 
logarithmiques dans A, module d&iv&s logarithmiques d’unitCs) est il un groupe algkbrique sur k? La 
reponse est affirmative dans tous les exemples trait& ici. 
Added in proof: Des progr&s sur les problemes (a) et (b) ont CtQ r&cemments faits par Mademoiselle 
N. Hallier. 
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